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Spis tresci

2. Procent

Zadanie 2.1.

Zadanie 2.2.

Zadanie 2.3.

Zadanie 2.4.

Zadanie 2.5.

Zadanie 2.6.

Pewng liczbe dodatnia zwiekszono o 30%. Otrzymang liczbe podzielono przez trzy uzyskujac
wynik 10,4. Jaka to liczba?

Suma 30% pierwszej liczby i 20% drugiej liczby wynosi 200, a réznica % pierwszej liczby i 0,3
drugiej liczby wynosi 25. Znalez¢ te liczby.

Pomidory o masie 64,2 kg znajduja sie w trzech skrzynkach. W drugiej skrzynce znajduje sie
masa réwna % zawartosci pierwszej skrzynki, a w trzeciej — masa réwna 42%% zawartosci
drugiej skrzynki. Jaki procent zawartosci dwéch pierwszych skrzynek stanowi masa zawarta
w skrzynce trzeciej?

Medyczna maseczka ochronna wielokrotnego uzytku z wymiennymi filtrami wskutek
podwyzki zdrozata o 40% i kosztuje obecnie 106,40 zl. Obliczyé cene maseczki przed
podwyzka.

Cene towaru zwigkszono najpierw o 10%, a nastepnie obnizono o 10%. lle procent ceny
pierwotnej stanowi cena ostateczna?

Jeden bok prostokata skrécono o 25%, a drugi wydtuzono o 25%. Jak zmieni sie pole
prostokata?



Spis tresci

3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.1. Funkgja liniowa f(x) = (a — 1)x + 3 osigga warto$¢ najmniejsza réwna 3. Wyznaczy¢ a.

Zadanie 3.2. Rozwiazaé nieréwnosé¢ 12%5“ <3 (1 — %x) + 7x.
Zadanie 3.3. Wyznaczy¢ a wiedzac, ze para liczb x = 1, y = —3 spetnia uktad réwnan
2
X—y=a

(1+a)x—3y=—-4a ’
Zadanie 3.4. Uczen, ktérego zapytano ile ma lat, odpowiedziat: za 10 lat bede miat dwa razy tyle lat, ile
miatem przed czterema laty. lle uczen ma lat?
Zadanie 3.5. lle lat ma chtopak, ktéry zapytany o wiek odpowiedziat: «Gdybym miat o I mniej lat,
bytbym starszy o 3 lata od mego brata, ktéry jest dwa razy mtodszy ode mnie»?
Zadanie 3.6. Rozwigza¢ nieréwnos¢ 3x(x + 1) > x* + x + 24.



Spis tresci

3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.7.

Zadanie 3.8.
Zadanie 3.9.

Zadanie 3.10.

Zadanie 3.11.
Zadanie 3.12.

Rozwigza¢ réwnanie 2=1 = 3x + 2.

Funkcja kwadratowa f(x) = x? + bx + ¢ nie ma miejsc zerowych. Wykaza¢, ze 1+ ¢ > b.
Wyznaczy¢ wszystkie wartoéci parametru a, dla ktérych réwnanie x2 — 2ax + a*> —2a = 0 ma
dwa rézne rozwigzania dodatnie.

Wykaza¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wiekszej od 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej y
prawdziwa jest nieréwnoé¢ 5x% — 6xy + 3y? —2x — 4 > 0.

Obliczy¢ iloczyn wszystkich rozwiazan réwnania 2(x — 4)(x* — 1) = 0.

Reszty z dzielenia wielomianu W(x) = x* 4+ bx® + cx? przez dwumiany (x —2) i (x — 3) sa
odpowiednio réwne (—8) oraz (—18). Obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W przez
dwumian (x — 4).



Spis tresci

4. Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej

Zadanie 4.1.
Zadanie 4.2.
Zadanie 4.3.
Zadanie 4.4.
Zadanie 4.5.
Zadanie 4.6.
Zadanie 4.7.

Rozwiagzaé
Rozwiagzaé
Rozwiazaé
Rozwiagzaé
Rozwiagzaé
Rozwiazaé
Rozwigzaé

réwnanie ||x + 1| + 2| = 2.

rownanie |[3x — 2| — 1| = 2.

nieréwnosé |x + 1| < 2.

nieréwnos¢ |x — 2| > 1.

nieréwnosé |x + 5| < |2x — 1].

réwnanie V/x2 4+ x = 4.

réwnanie vx2 —6x + 9+ vVx2+2x+1 =6 — x.




Spis tresci

5. Logarytm

Zadanie 5.1. Wykaza¢ ze 2logg 4 — 3 Iog5 5 = Tlogs2

Zadanie 5.2. Wykazaé¢, ze Iog2 = W'
3

Zadanie 5.3. Wykaza¢ ze @ + @ > 2.
Zadanie 5.4. Wykaza¢ ze log, 3 - log; 4 = 2.
Zadanie 5.5. Obliczy¢ log; 5 - log,g 27.
Zadanie 5.6. Obliczy¢ log, 3 - log; 49.



Spis tresci

6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.1. Kat « jest ostry oraz sina = g. Obliczy¢ cos a.
Zadanie 6.2. Kat « jest ostry oraz cosa = % Obliczy¢ tga.
Zadanie 6.3. Kat « jest ostry i sina + cosa = % Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia 2 sin « cos a.
Zadanie 6.4. Rozwiaza¢ réwnanie v/3 cos2x + sin2x = 1.

Zadanie 6.5. Rozwigzaé¢ réwnanie sin (X + %ﬂ') - Cos (X + %ﬂ') =2

4 -



Spis tresci

7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.1. Obliczy¢ trzeci wyraz ciagu (an) jesli, a, = (=2)"-n+1, n> 1.
Zadanie 7.2. Sprawdzi¢, czy ciagi (an), (bn) i (¢n) sa arytmetyczne, jesli:
(i) an= 6n2 —n3, n>1;
(i) bp=2n+13,n>1;
(i) en=2", n>1.
Zadanie 7.3. Ciag (an) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1, jest arytmetyczny. Réznica tego ciagu
jest réwna 5, a pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny (—3). Obliczy¢ 2.
Zadanie 7.4. Ciag (x,y, z) jest geometryczny. lloczyn wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwny 64.
Obliczy¢ y.



Spis tresci

7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.5.

Zadanie 7.6.

Zadanie 7.7.

Rosnacy ciag arytmetyczny (a,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Suma
pierwszych pieciu wyrazéw tego ciagu jest réwna 10. Wyrazy as, as, a1z tworza — w podanej
kolejnosci — ciag geometryczny. Wyznaczy¢ wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,).
Czterowyrazowy ciag (a, b, ¢, d) jest rosnacy i arytmetyczny. Kwadrat najwiekszego wyrazu
tego ciggu jes réwny podwojonej sumie kwadratéw pozostatych wyrazéw tego ciagu.
Ponadto ciag (a + 100, b, ¢) jest geometryczny. Obliczy¢ wyrazy ciagu (a, b, ¢, d).

Liczba x jest suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego o pierwszym

wyrazie réwnym 1 i ilorazie % Liczba y jest suma wszystkich wyrazéw nieskofnczonego

ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie réwnym 1 i ilorazie (—%) Obliczy¢ x — y.



. Procent

Zadanie 2.1.
Pewna liczbe dodatnia zwigkszono o 30%. Otrzymang liczbe podzielono przez trzy uzyskujac wynik 10,4. Jaka

to liczba?
x — szukana liczba dodatnia

1

E(X + 30%x) = 10,4
x +30%x = 31,2
x4+ 0,3x = 31,2

1,3x = 31,2
312
13

312
X = —
13
x =24

(x =24 > 0, czyli spelnia warunki zadania)

Poszukiwana liczba dodatnia jest 24.



2. Procent

Zadanie 2.2.

Suma 30% pierwszej liczby i 20% drugiej liczby wynosi 200, a réznica % pierwszej liczby i 0,3 drugiej liczby
wynosi 25. Znalez¢ te liczby.

x — pierwsza liczba, y — druga liczba

30%x + 20%y = 200 0,3x + 0,2y = 200 3x + 2y = 2000
ix—03y=25 0,2x — 0,3y =25 2x — 3y = 250

3x 42y =2000 / -3 9x 4+ 6y = 6000
2x —3y =250 / -2 4x — 6y = 500
13x = 6500
x = 500

3x 4 2y = 2000 / -2 6x + 4y = 4000
2x —3y =250 / -(-3) —6x + 9y = —750

13y = 3250
y =250
x = 500
y =250

Pierwsza liczba jest réwna 500, a druga liczba jest réwna 250.



. Procent

Zadanie 2.3.

Pomidory o masie 64,2 kg znajduja sie w trzech skrzynkach. W drugiej skrzynce znajduje sie masa réwna %

zawartos$ci pierwszej skrzynki, a w trzeciej — masa réwna 42%% zawartosci drugiej skrzynki. Jaki procent
zawartosci dwéch pierwszych skrzynek stanowi masa zawarta w skrzynce trzeciej?
x, &x, 42%% . %X — masy pomidoréw zawarte odpowiednio w pierwszej, drugiej i trzeciej skrzynce

4 1 4
- 42-% - —x = 64,2
X+5x+ 5 () 5x

x + 0,8x + 42,5% - 0,8x = 64,2
1,8x + 0,425 - 0,8x = 64,2
1,8x + 0,34x = 64,2

2,14x = 64,2
64,2
X =
2,14
6420
T 214

x =30



2. Procent

Zadanie 2.3.

642 — (x+35x) 64— (30+5-30) 64,2 (30 +24)

4
x+5x

30+ 230 30 +24
_ 64254 102 102 17
T 54 54 540 90
17 17 1 170 8
= 1=2.100 —— = ——% =18_%
90 90 100 9 9”

Masa pomidoréw zawarta w skrzynce trzeciej stanowi 18%% masy pomidoréw zawartej w skrzynkach pierwszej

i drugiej.



2. Procent

Zadanie 2.4.
Medyczna maseczka ochronna wielokrotnego uzytku z wymiennymi filtrami wskutek podwyzki zdrozata o 40%
i kosztuje obecnie 106,40 z!. Obliczy¢ cene maseczki przed podwyzka.
x — cena maseczki przed podwyzka
x + 40%x = 106,40

x + 0,40x = 106,40

1,40x = 106, 40
106, 40
T 1,40
1064
X = —
14
x =176

Cena maseczki przed podwyzka byta réwna 76 zl.



2. Procent

Zadanie 2.5.

Cene towaru zwiekszono najpierw o 10%, a nastepnie obnizono o 10%. lle procent ceny pierwotnej stanowi cena

ostateczna?
X — cena pierwotna towaru, y — cena ostateczna towaru

y = (x 4+ 10%x) — 10%(x + 10%x) = (x + 0,1x) — 0,1 - (x + 0,1x) = (x + 0,1x)(1 — 0,1)
= x(1+0,1)(1 - 0,1) = x(1 — 0,01) = 0,99x = 99%x

Ostateczna cena towaru stanowi 99% ceny pierwotnej.



2. Procent

Zadanie 2.6.
Jeden bok prostokata skrécono o 25%, a drugi wydtuzono o 25%. Jak zmieni si¢ pole prostokata?
S — pole wyjsciowego prostokata, S; — pole prostokata po dokonanych zmianach

S=ab
Sy = (a+ 25%a)(b — 25%b) = (a + 0,25a)(b — 0,25b) = a(1 + 0,25)b(1 — 0,25)
— ab(1+0,25)(1 —0,25) = S - (1 — 0,0625) = 0,93755 = 93,75%S

Pole prostokata zmniejszyto sie o 6,25% (pole pole prostokata po dokonanych zmianach stanowi 93,75% pola
wyjéciowego prostokata).



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.1.
Funkcja liniowa f(x) = (a — 1)x + 3 osiaga wartos¢ najmniejsza réwna 3. Wyznaczy¢ a.
Z tresci zadania wynika, ze funkcja f jest stata i przyjmuje warto$¢ réwna 3 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wobec tego
a—1=0,
a zatem
a=1.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.2.

B cx 12-5 1
Rozwigzaé nieréwnosé TX <3 (1 — EX) + 7x.
12 — 5x 1
<3(1——=x)+7x
2 2

12 — 5x

2
12 — 5x < 6 — 3x + 14x

12 —5x < 6 4 11x

<3 3 +7
— =X+ 7x
2



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.3.

=2
Wyznaczy¢ a wiedzac, ze para liczb x = 1, y = —3 spetnia uktad réwnan { Xx—y=4

(1+a)x —3y =—4a ~
1—(-3)=2a? 4= 32 4-2a2=0
(14+a)-1-3-(=3)=—4a 1+a+9=—4a 5a=-10

{ gz:j%@—a):o { zz:;vazz {a=—2



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.4.

Uczen, ktérego zapytano ile ma lat, odpowiedziat: za 10 lat bede miat dwa razy tyle lat, ile miatem przed
czterema laty. lle uczen ma lat?
x — wiek ucznia
x + 10 =2(x — 4)
x+10=2x—8
—x = —18
x =18

Uczeh ma 18 lat.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.5.

lle lat ma chtopak, ktéry zapytany o wiek odpowiedziat: «Gdybym miat o % mniej lat, bytbym starszy o 3 lata
od mego brata, ktéry jest dwa razy mtodszy ode mnie»?

x — wiek chtopaka

1 X
X—=x= =43

3 2
6x —2x = 3x 4+ 18
x =18

Chtopak ma 18 lat.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.6.

Rozwiaza¢ nieréwnosé 3x(x + 1) > x2 4+ x + 24.

3x(x+1)>x2+x+24

3X2+3X>X2+x+24
3x24+3x—x2—x—24>0
2x2 4 2x—24>0
x> 4+x—-12>0
A=12-4-1-(-12)=1+48=149
VA=49=17
x:%s\/ng
x=—-4Vx=3

x € (—o0, —4) U (3, 400)




3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.7.

Rozwiazaé réwnanie g’i:; =3x+ 2.

6x —1
—3x+2
a2 >t

dziedzina réwnania: {x € R:3x —2 # 0} = {X eR:x# %}
6x —1=(3x+2)(3x—2)
6x —1=0x>—4
—9x?+6x+3=0
3x2 —2x—1=0
A=(-22-4.3.(-1)=4+12=16

VA=V16=14
2-4 244
X _— = —
6 6
-2 6
X=—VXx=—
6 6
X=—=Vx=

obydwa pierwiastki naleza do dziedziny réwnania



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.8.
Funkcja kwadratowa f(x) = x? + bx + ¢ nie ma miejsc zerowych. Wykaza¢, ze 1 + ¢ > b.
Z tresci zadania wynika, ze wyréznik funkcji kwadratowej jest ujemny. Stad otrzymujemy

b2 —4-1-c<0e b?>—4c<0s b? < 4.
Zauwazmy, ze
l+c>bsd4+4c>4bs4c>4b— 4 4b—4 < 4.

Wobec tego wystarczy wykaza¢, ze
4b — 4 < b?

(jesli 4b— 4 < b? i b? < 4c, to 4b— 4 < 4c) .

Powyzsza nieréwnos¢ jest prawdziwa, bo

4b—4< P> 4b—4—-b><0& —b>+4b—4< 0 b?>—4b+4>0s (b—2)2>0.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.9.

Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie x2 — 2ax + a3 — 2a = 0 ma dwa rézne
rozwigzania dodatnie.
Réwnanie kwadratowe

x> —2ax+a>—-2a=0

ma dwa rézne rozwigzania dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy

A>0Ax1+x2>0Ax3-x2>0.

(i) A>0
(=232 -4-1-(a®-2a)>0
42> — 4323 +8a>0
—433 4+ 4322 +8a>0

a®—a2-2a<0



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.9.

a(a®—a—-2)<0
rozkladamy tréjmian kwadratowy na czynniki
A=(-12—-4-1-(-2)=1+8=9

VA=19=3
a:%\/a::}i3
—2
317\/315

a=-1va=2
ala+1)(a—2)<0
(a+1a(a—2)<0
W(a) =(a+1)a(a—2)
miejsca zerowe wielomianu W: a; = —1, a =0, a3 =2

zmiana znaku wielomianu W we wszystkich miejscach zerowych
W(3)=3-3-1=9>0

a€ (—oo0,—1)U(0,2)



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.9.
(i) x1+x2>0
—2a
—— >0
1
2a>0
a>0
a € (0,+00)
(i) x1-x2>0
a3 —2a
>0
1
a3—2a>0
a(a®—2)>0

a(a® — (V2)?) >0
a(a+Vv2)(a—v2)>0



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.9.

(a++V2)a(a—V2) >0
W(a) = (a++v?2)a(a — V2)
miejsca zerowe wielomianu W: a; = —v/2, ap =0, a3 = \/i
zmiana znaku wielomianu W we wszystkich miejscach zerowych
WR)=2+v2)-2-(2-+v2)>0
a€ (—V2,0)U(V2,400)
Biorac pod uwage (i) A (ii) A (iii) otrzymujemy
a€(—o00,—1)U(0,2) Aa € (0,400) Aa € (—v2,0)U (V2,+o0),

czyli

ac (V2,2).



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.10.
Wykazaé, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wiekszej od 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest
nieréwnos¢ 5x2 — 6xy + 3y2 — 2x — 4 > 0.
Nieréwnosé
5X2—6xy+3y2—2x—4>0
jest réwnowazna nieréwnosci
3y2 — 6xy 4+ 5x% —2x — 4 > 0.
Traktujac lewa strone powyzszej nieréwnosci jako tréjmian kwadratowy zmiennej y zauwazamy, ze bedzie ona
prawdziwa dla kazdego y wtedy i tylko wtedy, gdy

A, <.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.10.
Wobec tego

(—6x)2 —4-3-(5x2 —2x — 4) < 0 < 36x% — 60x? + 24x + 48 < 0 & —24x% 4 24x + 48 < 0

(x)

2_x—2>0&

~ X
Ax=(-1)2>—-4-1-(-2)=9
VA, =v9=3
x:%\/x:M

—2
X==VXx=3
x=-1Vx=2

W (x+ 1)(x —2) > 06 x € (—o0, ~1) U (2, +-00).
Z tresci zadania wynika, ze x > 2, a zatem A, < 0, czyli dowodzona nieréwnos¢ jest prawdziwa dla x > 2
iy eR.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.11.
Obliczy¢ iloczyn wszystkich rozwiazah réwnania 2(x — 4)(x?> — 1) = 0.
Zauwazmy, ze

2Azx—4)(x2-1) =0 2(x —4)(x+1)(x—1) =0 x=4Vx=—-1Vx=1
a zatem iloczyn wszystkich rozwiazan réwnania jest réwny

4.(-1)-1=—4.



3. Funkcja liniowa. Funkcja kwadratowa. Wielomiany

Zadanie 3.12.
Reszty z dzielenia wielomianu W(x) = x* + bx3 + cx? przez dwumiany (x — 2) i (x — 3) sa odpowiednio réwne
(—8) oraz (—18). Obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W przez dwumian (x — 4).

W(2) = -8 16 +8b + 4c = —8 8b + 4c = —24 2b+c=—6
W(3)=-18 | 81+27b+9c=—18 | 27b+9c=-99 | 3b+c=—11

c=-6-2b 3b—6—2b=—11 b= -5 b= -5 b= -5
3b+c=-11 c=-6-2b c=-6-2b c=-6—-2-(-5) c=4
W(x) = x* — 5x3 + 4x2
W(@4)=4*—-5.434+4.42=42. (42 -5.44+4)=16-(16—-20+4)=16-0=0

Reszta z dzielenia wielomianu W/(x) przez dwumian (x — 4) jest réwna zeru.



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.1.
Rozwiaza¢ réwnanie ||x + 1| + 2| = 2.
[Ix+1]+2|=2
x+1]4+2=—2V|x+1/+2=2
[x+1=—-4V|x+1 =0
(réwnanie po lewej stronie jest sprzeczne, bo warto$é bezwzgledna przyjmuje tylko wartosci nieujemne)
[x+1=0
x+1=0

x=-1



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.2.
Rozwigza¢ réwnanie ||3x — 2| — 1| = 2.

[I3x —2| - 1] =2

3Bx—2|—1=—2V[3x—2|—1=2
Bx —=2|=—-1V|[3x—2|=3
(réwnanie po lewej stronie jest sprzeczne, bo warto§é bezwzgledna przyjmuje tylko wartosci nieujemne)
[3x —2| =3
3x—-2=-3Vv3x—2=3
3x=—-1V3x=5

X=—=VXx==
3



. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.3.
Rozwigzaé nieréwnosé |x + 1| < 2.
[x+1] <2
—2<x+1<2
—2<x+1Ax+1<K2
—3<xAx<K1
x> -3Ax<1
x € [-3,1]



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.4.
Rozwiaza¢ nieréwnos¢ |x — 2| > 1.
[x -2 >1
x—2<-1vx—-2>1
x<1lVvx>3

x € (—00,1) Vx € (3,+00)
x € (—00,1) U (3, +00)



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.5.
Rozwiazaé nieréwnosé |x + 5| < [2x — 1].
|x +5] < [2x — 1|

Ix+5| = x+5 x+5>0 _ x+5 x=>-5
Tl —(x+5), x+5<0 ~ | —x—5, x<-=5

1] = 2x—1, 2x—1>0 [ 2x—1, x>%
Tl —(2x-1), 2x-1<0 T | 1-2x, x< 3

(i) x € (—o0,-5)
—x—-5<1-2x
x <6
x € (—o0, —b)

x+5<1—-2x
3x < —4



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.5.
(i) x € [3,+00)
x+5<2x—-1
—x < —6
x>6
x € (6,+00)

Biorac pod uwage (i) V (ii) V (iii) otrzymujemy rozwigzanie réwnania, a mianowicie

x € (foo,f%) U (6, +00).



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.6.
Rozwiazaé réwnanie V' x2 + x = 4.
Vx2+x=4
Dziedzing réwnania jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, bo x2 > 0 dla x € R.
x| +x =4
. x, x=20
Ixl = —x, x<0
(i) x € (—00,0)
—Xx+x=4
0=4
sprzeczno$é
(i) x € [0,400)
X+x=4
2x =4
x=2

Biorac pod uwage (i) V (ii) otrzymujemy rozwiazanie réwnania, a mianowicie x = 2.



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.7.
Rozwiazaé¢ réwnanie v/x2 —6x +9 +v/x2 +2x +1 =6 — x.

Vx2 —bx+9+Vx2+2x+1=6—x

Dziedzing réwnania jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, bo zaréwno x2 —6x +9 > 0, jak i x2 +2x+1 >0
dla x € R.

V=32 +/(x+ 12 =6 - x
x =3+ |x+1=6—x
| _3‘7 x—3, x—32>20 i x—3, x=3
x “1 —(x—3), x—-3<0 ~ | 3-x, x<3

|+1|_ X+17 x+1>-1 _ X—|—17 x> -1
XTHZTU —(x+1), x+1<0 T —x-1, x< -1

(i) x € (—o0,—1)
3—x+(—x—-1)=6—x

3—x—x—-1=6-—x
—x=4

x=—4



4. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste;

Zadanie 4.7.
(i) xe[-1,3)
3—x+x+1=6—x
x =2

(iii) x € [3,400)
x—34+x+1=6—x

3x =38

8

X ==

3
sprzecznosé

Biorac pod uwage (i) V (ii) V (iii) otrzymujemy rozwigzanie réwnania, a mianowicie x = —4 V x = 2.



5. Logarytm

Zadanie 5.1.
Wykaza¢ ze 2logg 4 — 3 logg % = 7logg 2.
1 1\3 42 (22)2 24
2logs 4 — 3logs = = logg 4% — ) = = Sl £ _ 7
ogs ogs 5 ogg 4° — logg (2) logg (%)3 logg 1) logg 53— logg 2" = 7logg 2



5. Logarytm

Zadanie 5.2.

P _ 1
Wykaza¢, ze log, 9 = T~

logs 3 1 1 1 1

log, 9 = log, 3% = 2log, 3 =2 =2 = = =
logs 2 log32  Jlogz2 logy22  logz V2




5. Logarytm

Zadanie 5.3.
‘s 1 1
Wykazaé ze fozs3 + g3 > 2.
1 1 1 1 log;2 logs 5
= logz 3 + logz 3 = = = >2
logy3  logs3 loizz Io:s log33  logz3

& logz 2+ log 5 > 2logz 3 < logs(2 - 5) > logs 32
10
< log3 10 > logz 9 <> logz 10 — log39 > 0 & Iog3? >0

Ostatnia nieréwno$¢ jest prawdziwa, bo zaréwno podstawa logarytmu, jak i liczba logarytmowana sa wieksze od
jednosci.



5. Logarytm

Zadanie 5.4.
Wykaza¢ ze log, 3 - logz 4 = 2.

log, 4

:2<:>|og24:2<:>|og222:2<:>2|og22:2(<;>)2-1:2<:>2:2
log, 3

log, 3 - logz34 =2 & log, 3 -




5. Logarytm

Zadanie 5.5.

Obliczy¢ logs 5 - logys 27.

logs 3
logg 25
logs 5 logg 3 1 1 3

=3. . =3. =3.-==
logs 3 logg 52 2logs 5 2 2

logz 5 - logag 27 = logs 5 - logys 33 = logy 5 - 3logys 3 = 3logs 5 -




5. Logarytm

Zadanie 5.6.
Obliczy¢ Iogﬁ3 - logz 49.

log, 73 - log3 49 = I

| 3
ogz7 - - logs 72 =

og7

log; 3
1
log; 72

- 2log

37=2-

log73  log; 7

% log; 7 log;3




6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.1.

Kat « jest ostry oraz sina = %.

e 2

Obliczy¢ cos a.

sinffa+cosa=1

2

Ccos 2

a=1-sin“«a

2

cosa=—V1—sinPaVcosa=1V1-sin?a

cosa >0, bo kat o jest ostry

cosa=+V1—sinPa

\/25 —16 _
25

9

25



6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.2.

Kat « jest ostry oraz cosa = % Obliczy¢ tga.

sinfa+cosa=1

sinfa =1— cos® a

sina = — lfcoszoz\/sina:m
sina > 0, bo kat a jest ostry
sina=14/1—cos2«
V1—cos?

cos o

VISGP ViE VB VB
3 - - 3
5

tga =

[SIMITIEN

tga =

(S
vlW

5



6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.3.

Kat « jest ostry i sina + cosa = % Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia 2 sin a cos a.

7
sina 4+ cosa = —

(sina + cosa)? = (1)2

5
49
sin2a+25inacosa+cosza = g
49
2sinacosa + sin® o + cos? o = 25
49
2sinacosa+ 1= —
25
. 49
2sina@cosa = — —
25
. 49 — 25
2sinacosa =
25

2sinacosa = —
25



6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.4.

Rozwiazaé réwnanie V/3cos2x + sin2x = 1.

V3cos2x +sin2x =1

N =

3 1
—\[ cos2x + —sin2x =
2 2
o1 1 . 1
sin —7 - COS2X + €cos —7 - sin2x = —
3 3 2

S (1 42 > 1
in(=7m+2x | ==
3 2

1 1 1 1
§7r+2X: 6ﬂ+k-27rvg7r+2xz7r767r+k-27r, kel
(Z oznacza zbiér liczb catkowitych)

1 1
2x:767r+k-27r\/2x=§7f+k'271': kez

1 1
X:—Eﬂ+k7TVX:ZTF+k7T, keZ



6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.5.
V3

Rozwiazaé réwnanie sin (x + %w) - cos (x + %w) = Y=

. L1 ! 2
Sin | X —Tr -COS | X — T = —
4 4 4

1 1 V2
smx COos 77F+COSX sm — COS X - COS* — SInX sm — = —
4 4" 4
. V2 V2 V2
sinx:- — 4+ cosx - — —75|nx = —
2 2 4
V2

(sinx 4 cos x) - (cosx —sinx) =

2

»\ws

V2,
2
? . ? - (cos x + sinx) - (cos x —sinx) =



6. Funkcje trygonometryczne

Zadanie 6.5.

5

2
= (cos? x —sin? x) =
4
2. cos(2x) = V2
V2

cos(2x) = >

1 1
2X=ZTI'+k-27T\/2X=27T727T+k-27T, keZ

(Z oznacza zbiér liczb calkowitych)

1 7
x:§7r+k7r\/)<:§7r+k7r, keZ



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.1.
Obliczy¢ trzeci wyraz ciagu (an) jesli, ap = (=2)"-n+1, n> 1.

a3=(-2)%34+1=(-8)-3+1=-244+1=-23



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.2.
Sprawdzi¢, czy ciagi (an),

(i) an=6n*>—n3n>
(i) bp=2n+13,n>1;
(i) en=2",n>1.

)

(i

bn) i (cn) sa arytmetyczne, jesli:

(
1

3. n>1

an =6n%2—n
ra=ant1 —an = 6(n+1)%> — (n+1)3 — (6n% — n®)
=6(n*+2n+1)— (" +3n+3n+1)—6n*+n°
=6n*+12n+6 —n*—3n> —3n—1—6n*+n*=-3n°> +9n+5
Roéznica r; nie jest stata, a zatem ciag a, nie jest arytmetyczny.
(i) bh=2n413, n>1
rp=bpy1 —bp=2(n+1)+13—-(2n+13)=2n+2+13-2n—13 =2

Réznica rp, jest stata, a zatem ciag b, jest arytmetyczny.



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.2.
(i) ecn=2"n>1
fe=Cpy1 —Cp=2"1 2" =02M.2 2" =2".(2-1)=2".1=2"

Réznica rc nie jest stata, a zatem ciag ¢, nie jest arytmetyczny.



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.3.
Ciag (an) okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1, jest arytmetyczny. Réznica tego ciagu jest réwna 5,

a pierwszy wyraz tego ciggu jest réwny (—3). Obliczy¢ :’—‘2‘.

‘9]_:737 r=>5

a2=-3+(2-1)-5=-3+4+5=2
ag=-3+(4-1)-5=-34+15=12
34_12_

6
az 2



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.4.
Ciag (x,y,z) jest geometryczny. lloczyn wszystkich wyrazéw tego ciagu jest réwny 64. Obliczy¢ y.
xyz = 64

xz = y?

(xz)y = 64
y2 .y =64

(y=4)(y*+4y+16)=0
[y2+4y+16>0, bo A=42—-4-1-16=—48 < (]
x—4=0
y=4



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.5.
Rosnacy ciag arytmetyczny (an) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1. Suma pierwszych pieciu
wyrazéw tego ciagu jest réwna 10. Wyrazy as, as, a13 tworza — w podanej kolejnosci — ciag geometryczny.
Wyznaczy¢ wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (an).
Niech r > 0 bedzie reszta rosnacego ciggu arytmetycznego a,. Woéwczas
ait+a+aztast+as=10< a1+ (a1 +r)+ (a1 +2r)+ (a1 +3r) + (a1 +4r) = 10
< a1 +ay+r+ar+2r+ar+3r+a1+4r=10
<531 +10r =10 a1 +2r = 2.
Korzystajac z tego, ze ciag (a3, as, a13) jest geometryczny, otrzymujemy
ag =az-aiz3< (a1 + 4r)2 =(a1+2r) (a1 +12r) & af +8air + 1412 = a% + 12a1r + 2a1r + 24r3
& a2 4 8arr + 14r2 — a2 — 12a1r — 2ayr — 24r> =0 < 8r% + 6a1r = 0 < 4r% 4 3a1r =0

3
@r(4r+3a1):0©r:0\/r:—zal.



. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.5.
Ciag (an) jest rosnacy, czyli
3
r = —Za]_,

a zatem

ap +2 §a =2&a §a =2 1a =2 a1 =—4

1 27t = 1o oA = S = 1= —4,
czyli

3
r=——-(—4)&r=3.
~ (-4
Wobec tego dla dowolnej liczby naturalnej n ogdlny wyeraz ciagu a, wyraza sie wzorm
apn=a+(n—-1)-3,

czyli
an=-4+(n—-1)-3,

a zatem
an=—4+3n-3,

an=—7+3n,

an=3n-17.



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.6.
Czterowyrazowy ciag (a, b, ¢, d) jest rosnacy i arytmetyczny. Kwadrat najwigkszego wyrazu tego ciagu jes réwny
podwojonej sumie kwadratéw pozostatych wyrazéw tego ciggu. Ponadto ciag (a + 100, b, ¢) jest geometryczny.
Obliczy¢ wyrazy ciagu (a, b, ¢, d).
Niech r > 0 bedzie reszta rosnacego ciggu arytmetycznego (a, b, ¢, d), a q ilorazem ciaggu geometrycznego
(a+ 100, b, c). Wéwczas
b=a+r, c=a+2r, d=a+3r,
(a,b,c,d)=(a,a+r,a+2r,a+3r)
oraz
d> =2(a2 + b2+ 32) o (a+3r)2 =282+ (a+r)? + (a+2r)?)
& a? 4 6ar + 9r? = 2(a° + a% 4 2ar + r? 4 a% + 4ar + 4r?)
& a% 4 6ar 4+ 9r2 = 2(32° 4 6ar 4 5r%) & a° 4 6ar 4+ 9r% = 6a° 4 12ar + 10r2
< —5a°> —6ar—r? =0 532 +6ar+r>=0
o534+ 5ra+ratrP=0s5a(a+r)+r(a+r)=0

1
@(a—&—r)(Sa—i—r):O{:}@a:—r\/a:—gr.



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.6.
Jedlia= —r, to
(a,b,c,d) = (—r,0,r,2r), (a+100,b,c) = (—r+100,0,r)

oraz
02 =r(—r+100) = 0=r(100—r) = r=0V100—r=0< r=0V r = 100.

Pierwiastek r = 0 odrzucamy (bo r > 0), a dla r = 100 otrzymujemy
(a+ 100, b, ¢) = (0,0, 100),

a to oznacza, ze ciag (a + 100, b, ¢) nie jest ciagiem geometrycznym. Wobec tego r = 100 takze odrzucamy.

Jesli a = 7ér, to
1 4 9 14
(a,b,c,d): ——r,-r,—-r,—rj,
5’5’55
1 4 9
a+100,b,¢c) = ( —=r+100, =r, =r
(a+ ) ( 57T 5 5)
oraz
4\? 1 9 16 9 16 9
“r) =(-Zr4+100)-Zreo —r?=——r>4+180re —r>+ —r> - 180r =0
5 5 5 25 25 25 25

25 , >
@Er —180r=0<r“—180r=0«<r(r—180) =0« r =0V r =180.



. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.6.
Pierwiastek r = 0 odrzucamy (bo r > 0), a dla r = 180 otrzymujemy
1 4 9 14
(a,b,c,d) = (fg - 180, 5 180, 5 180, 5 180) = (—36,144,324,504)

oraz
(a+ 100, b, c) = (64, 144, 324).
Ciag (64, 144,324) jest geometryczny, bo
144 9 324
64 4 144
Wobec tego
(a, b, c,d) = (—36,144,324,504).



7. Ciagi liczbowe

Zadanie 7.7.

Liczba x jest suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego o pierwszym wyrazie réwnym 1
i ilorazie % Liczba y jest suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego o pierwszym

wyrazie réwnym 1 i ilorazie (—i) Obliczy¢ x — y.

V3
N 11 3
_1—%_\/3%1_\@—1
L - 11 V3
1+ 25 Y V341
ey = V3 V3 VB(VB+1)-V3(V3I-1)  V3(V3+1-V3+1) V3.2 _ 3
V3-1 V3+1 (V3-1)(V3+1) 3-1 2
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