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Spis tresci

8. Rachunek rézniczkowy funkgcji jednej zmiennej

Zadanie 8.1. Sprawdzi¢, czy prosta dana réwnaniem y = %x + g jest prostopadta do stycznej do wykresu
funkcji f(x) = x* — 3x® + x> + x + 5 w punkcie (1,5).

Zadanie 8.2. Rozpatrujemy wszystkie tréjkaty ABC, ktérych wierzchotki A i B leza na wykresie funkcji f
okreslonej wzorem f(x) = % dla x # 0. Punkt C ma wspétrzedne (0, 3), a punkty Ai B s3
potozone symetrycznie wzgledem osi Oy. Obliczy¢ wspétrzedne wierzchotkéw A i B, dla
ktorych pole tréjkata ABC jest najmniejsze. Obliczy¢ to najmniejsze pole.




Spis tresci

9. Geometria analityczna

Zadanie 9.1. Koncami odcinka PR s3 punkty P = (4,7) i R = (=2, —3). Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu
T = (3,-1) od srodka odcinka PR.

Zadanie 9.2. Dane s3 punkty M = (6,0), N = (6,8) oraz O = (0,0). Obliczy¢ tangens kata ostrego
MON.

Zadanie 9.3. Proste o réwnaniach y = 3ax — 2 i y = 2x + 3a sa prostopadte. Wyznaczy¢ a.

Zadanie 9.4. Dany jest trapez ABCD, w ktérym boki AB i CD sa réwnolegte oraz C = (3,5).
Wierzchotki A i B tego trapezu leza na prostej o réwnaniu y = 5x + 3. Wyznaczy¢ réwnanie
prostej, w ktérej zawiera sie bok CD tego trapezu.

Zadanie 9.5. Dany jest réwnolegtobok, ktérego boki zawieraja sie w prostych o réwnaniach: y = x + b,
y =x+2b, y = b, y =2, gdzie liczba rzeczywista b spetnia warunki: b # 2, b # 0.
Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru b, dla ktérych pole tego réwnolegtoboku jest
réwne 1.



Spis tresci
10. Geometria
Zadanie 10.1. Trojkat ABC jest wpisany w okrag o srodku O. Miara kata CAO jest réwna 70°. Wyznaczy¢
miare kata ABC.
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Zadanie 10.2. W romb o boku 21/3 i kacie 60° wpisano okrag. Wyznaczy¢ promien tego okregu.



Spis tresci

10. Geometria

Zadanie 10.3. Przez punkt przeciecia wysokosci tréjkata réwnobocznego ABC poprowadzono prosta DE
réwnolegta do podstawy AB. Wyznaczyé stosunek pola tréjkata ABC do pola tréjkata CDE.
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Zadanie 10.4. W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawy AB i CD maja dtugosci réwne odpowiednio a
i b (przy czym a > b). Miara kata ostrego trapezu jest réwna 30°. Obliczy¢ wysokos¢ tego
trapezu.



Spis tresci

10. Geometria

Zadanie 10.5. Dany jest tréjkat prostokatny, ktérego przyprostoatne maja dtugosci a i b. Punkt O lezy na
przeciwprostokatne] tego trdjkata i jest srodkiem okregu stycznego do przyprostokatnych

tego tréjkata. Wykaza¢, ze promien r tego okregu jest réwny 25,




Spis tresci

10. Geometria

Zadanie 10.6. Dany jest czworokat ABCD, w ktérym |BC| = |CD| = |AD| = 13. Przekatna BD tego
czworokata ma dtugos¢ 10 i jest proporcjonalna do boku AD. Obliczyé¢ pole czworokata

ABCD.
A 13 D




Spis tresci

10. Geometria
Zadanie 10.7. Na przeciwprostokatnej AB tréjkata prostokatnego ABC zbudowano kwadrat ABCDE.
Stosunek pola tréjkata do pola kwadratu jest réwny k. Wykaza¢, ze suma tangenséw katéw
ostrych tego tréjkata jest réwna ﬁ

E D
Zadanie 10.8. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o promieniu R = 5v/2. Przekatna BD tego
czworokata ma dtugos¢ 10. Katy wewnetrzne BAD i ADC czworokata ABCD s3 ostre,
a iloczyn sinuséw wszystkich jego katéw wewnetrznych jest réwny %. Obliczy¢ miary katéw
wewnetrznych tego czworokata.



Spis tresci

10. Geometria

Zadanie 10.9. Obliczy¢ objetos¢ szescianu, ktérego przekatna ma dtugosé 5v/3.
Zadanie 10.10. Ostrostupy prawidtowe tréjkatne O; i O» maja takie same wysokosci. Dtugos¢ krawedzi
podstawy ostrostupa O: jest trzy razy dtuzsza od krawedzi podstawy ostrostupa O-.
Wyznaczy¢ stosunek objetosci ostrostupa O; do objetosci ostrostupa O-.
Zadanie 10.11. Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny ABCDEF. Krawedz podstawy tego
graniastostupa ma dtugos¢ 4, a wysokos¢ graniastostupa jest réwna 6. Obliczy¢ sinus
kata AFB.




8. Rachunek rézniczkowy funkgji jednej zmienne;

Zadanie 8.1.

Sprawdzi¢, czy prosta dana réwnaniem y = %X + % jest prostopadta do stycznej do wykresu funkgji
f(x) = x* —3x3 + x2 + x + 5 w punkcie (1,5).
Punkt (1,5) nalezy do wykresu funkcji f, bo f(1) =1 -3+ 1+ 145 =5. Obliczymy pochodna funkgji f,
a mianowicie
fl(x)=4x3=3.3x2 +2x+1=4x3—0x>+2x +1, x€R.

Wspétezynnik kierunkowy prostej stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (1,5) jest réwny
ff(1)=4-9+2+1=-2,

a to oznacza, ze prosta styczna jest prostopadta do prostej y = %x + % bo iloczyn wspétczynnikéw
kierunkowych tych prostych réwna sie

(~2)- % -1



8. Rachunek rézniczkowy funkgji jednej zmienne;

Zadanie 8.2.

Rozpatrujemy wszystkie tréjkaty ABC, ktérych wierzchotki A i B leza na wykresie funkcji f okreslonej wzorem f(x) =

dla x # 0. Punkt C ma wspéfrzedne (0, 1), a punkty A i B s3 pofozone symetrycznie wzgledem osi Oy. Obliczy¢
wsp6trzedne wierzchotkéw A i B, dla ktérych pole tréjkata ABC jest najmniejsze. Obliczy¢ to najmniejsze pole.

Niech x > 0. Wéwczas

A= (xf(x) = (x, X%) B =(—xf(x) = (_X, X%) ,

a $rodek C; odcinka AB nalezy do osi Oy i ma wspétrzedne

2 4 9 9
x4 x4 _
G = (0, . - (o, x“> .



8. Rachunek rézniczkowy funkgji jednej zmienne;

Zadanie 8.2.

Pole |P| trékata ABC jest réwne

Pl =3 1BAl GOl = 5 - \/(X, e (2-5) \/<070)2 +(-3-3)

Przedstawiamy |P| jako funkcje g zmiennej x i wyznaczymy ekstrema lokalne tej funkgcji, a mianowicie

9
g(x) = 7 + —,x € (0, +00).
X

X
3
Poniewaz

f0=(3+5) =5 000y =S ke (9 =5 - 0
o x*—81 (x*)? — 92 _ (x> +9)(x* —9) B (x®* 4+ 9)(x +3)(x — 3)
T 3x4 3x4 3x4 N 3x4

s x € (0, +o0),



8. Rachunek rézniczkowy funkgji jednej zmienne;

Zadanie 8.2.
wiec 5
g =0 & +9)();;3)(X_3) —0ex=-3vx=32°x=3
gx)<0e O+ 9)(2;3)(X =3 e xe(=3,00U(0,3) x € (0,3),
gx)>0e CE NI =3) _ e (=00, —3) U (3, +00) “&° x € (3, +00).

3x4
Stad wynika, ze funkcja g maleje w przedziale (0, 3) i roénie w przedziale (3, +00), a zatem w punkcie x = 3 ma minimum
lokalne réwne

(3)73+ 9 71+174
T3 e T 3 3

Jest to zarazem najmniejsza warto$¢ funkcji g, bo lim g(x) = +ooi lim g(x) = +oco. Wobec tego najmniejsze pole
x—0~ x—+00
|P| tréjkata ABC jest réwne
4
‘P‘ = 5,

a jego wierzchotki A, B maja wspétrzedne



9. Geometria analityczna

Zadanie 9.1.

Koncami odcinka PR s3 punkty P = (4,7) i R = (-2, —3). Wyznaczy¢ odlegtos¢ punktu T = (3,—1) od
$rodka odcinka PR.

Srodek S odcinka PR ma wspétrzedne

S = (xs,y5) = (XP';XR7}’P‘£YR) _ (4-1-;—2)7 7+§—3)) _ (;g) —(1,2).

Wobec tego odlegtos¢ punktéw T i S jest réwna dtugosci odcinka TS, czyli

7S] = \Jlxs = x7)2 4 (s = yr)2 = /(1 =32 + 2= (-1)? = (-22 + 32 = V4T 9 = VI3.




9. Geometria analityczna

Zadanie 9.2.

Dane sa punkty M = (6,0), N = (6,8) oraz O = (0,0). Obliczy¢ tangens kata ostrego MON.
Kat OMN tréjkata o wierzchotkach O, M i N jest prosty, bo odcinek NM jest prostopadty do osi Ox, a odcinek
OM lezy na osi Ox. Wobec tego
NM 8 4
tg<moy = MM _ 8 _ 4
loM| 6 3



9. Geometria analityczna

Zadanie 9.3.

Proste o réwnaniach y = 3ax — 2 i y = 2x 4 3a s3 prostopadte. Wyznaczy¢ a.

1
3a-2:—1©6a:—1®a:—g



9. Geometria analityczna

Zadanie 9.4.
Dany jest trapez ABCD, w ktérym boki AB i CD sj réwnolegte oraz C = (3,5). Wierzchotki A i B tego trapezu

leza na prostej o réwnaniu y = 5x 4+ 3. Wyznaczy¢ réwnanie prostej, w ktérej zawiera sie bok CD tego trapezu.
Prosta réwnolegta do prostej y = 5x 4+ 3 ma réwnanie

y =5x+b.
Korzystajac z tego, ze punkt C nalezy do powyzszej prostej otrzymujemy
5=5-3+b&5=15+b< b= -10.
Wobec tego prosta, w ktérej zawiera sie bok CD ma réwnanie

y =5x —10.



9. Geometria analityczna

Zadanie 9.5.

Dany jest réwnolegtobok, ktérego boki zawieraja sie w prostych o réwnaniach: y = x + b, y = x +2b, y = b,
y = 2, gdzie liczba rzeczywista b spetnia warunki: b # 2, b # 0. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametru b,
dla ktérych pole tego réwnolegtoboku jest réwne 1.

Zauwazmy, ze dwa boki réwnolegtoboku zawieraja sie w prostych réwnolegtych do osi Ox: y = b iy = 2.
Wobec tego odlegtos¢ tych prostych, réwna |2 — b| # 0, jest réwnoczes$nie wysokoscia réwnolegtoboku.
Wierzchotki réwnolegtoboku potozone na prostej y = 2 s3 punktami przeciecia sie tej prostej z prostymi
y=x+biy=x+2b, a mianowicie

y=x+b 2=x+0b x=2—b
y=2 y=2 y=2

oraz
y=x+2b 2=x+2b x=2-2b

y=2 y=2 y=2

Dtugos$¢ podstawy réwnolegtoboku jest réwna odlegtosci tych punktéw, czyli

V@—2b—(@2-b)2+(2-22=/2-2b-2+b)2 = \/(-b)> = VB2 = || £0,
a zatem pole S réwnolegtoboku jest réwne

S =1b[-[2 = b| = [b(2 = b)|.



9. Geometria analityczna

Zadanie 9.5.
Wobec tego
S=1a|b2-b)|=1b2—-b)=—-1Vb2—-b)=12b—b>=-1V2b—-b>=1
2-v8 248
S b2 —2b-1=0Vh>—2b+1=0ab= 2\[\/ +2fv(b71)2:0

2-2V2 2422
Z\fv +2fvb

Pole réwnolegtoboku jest réwne 1 wtedy i tylko wtedy, gdy b € {1 —/2,1,1 4 v/2}.

o b= —1=0&b=1—-V2V14++V2Vvb=1




10. Geometria

Zadanie 10.1.
Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o srodku O. Miara kata CAO jest réwna 70°. Wyznaczy¢ miare kata ABC.

C

Ve

B
Korzystajac z tego, ze tréjkat AOC jest réwnoramienny i z tego, ze kat ABC jest katem wpisanym w okrag
opartym na tym samym tuku co kat srodkowy AOC otrzymujemy
|£AOC| = 180° — 2 - 70° = 180° — 140° = 40°

oraz
|£AOC| =2 - |£ABC|,
a zatem 1 1
|<ABC| = - - |4AOC| = = - 40° = 20°.



10. Geometria

Zadanie 10.2.
W romb o boku 2v/3 i kacie 60° wpisano okrag. Wyznaczy¢ promien tego okregu.
D
@ c
a
a
X n
a o B
Zauwazmy, ze tréjkaty DAB i BCD s3a réwnoboczne. Wobec tego
= (3)
—=sin(=),
h 2
a zatem promien r okregu wpisanego w ten romb jest réwny
2v/3-4/3 2.3 1 3
r:h~sin(g> :u-sin30":—~7:7
2 2 2 2 2



10. Geometria

Zadanie 10.3.
Przez punkt przeciecia wysokosci tréjkata réwnobocznego ABC poprowadzono prosta DE réwnolegta do
podstawy AB. Wyznaczy¢ stosunek pola tréjkata ABC do pola tréjkata CDE.

Niech |Pagc|, |Pcpe| i @ oznaczja odpowiednio pole tréjkata ABC, pole tréjkata CDE, dtugosé boku tréjkata
ABC. W tréjkacie réwnobocznym wysokosci sa réwniez srodkowymi, a zatem przecinaja sie w punkcie, ktéry
dzieli kazda z nich w stosunku 2 : 1. Stad otrzymujemy
1 3
Pasc| _ 322 _ a _ 3
= = 5 = .
|Pcoel  1pE|-2.2f3 |DE|-§  2|DE|




10. Geometria

Zadanie 10.3.
Korzystajac z podobienstwa tréjkatéw ABC i DEC mamy
1 2, a3
5|DE 3 =5 DE 2 2
2|1 l_5 2 1Dl I:f<:>DE:73,
5a av3 a 3 3
2
a zatem
|PABC‘_ 3a _3-3_9

|Pcpe| 222 2-2 4
Wobec tego stosunek pola tréjkata ABC do pola tréjkata CDE jest réwny 9 : 4.



10. Geometria

Zadanie 10.4.

W trapezie réwnoramiennym ABCD podstawy AB i CD maja dtugosci réwne odpowiednio a i b (przy czym a > b). Miara
kata ostrego trapezu jest réwna 30°. Obliczyé wysoko$é tego trapezu.

D a C

>
-y

A d D’ a C’

Niech h oznacza wysokos$¢ trapezu. Wéwczas

h h V3 h V3
tg(LdDAC) = — < tg30° = — & — = — &S h=d - —
g( )=g©te d7 3 4 3
oraz
a—b
a=d+b+d=2d—-—b<d= 5
a zatem
h_a—b V3 _(a—b)V3

2 3 6



10. Geometria

Zadanie 10.5.

Dany jest tréjkat prostokatny, ktérego przyprostogtne maja dtugosci a i b. Punkt O lezy na przeciwprostokatnej
tego tréjkata i jest Srodkiem okregu stycznego do przyprostokatnych tego tréjkata. Wykaza¢, ze promien r tego
ab

a+b"

okregu jest réwny

B

Korzystajac z podobienstwa trdéjkatéw otrzymujemy

b
i:#(:)a(bfr):br(:)abfar:br(:)ab:arerr@ab:r(aer)c)r: ®
b b—r a+b




10. Geometria

Zadanie 10.6.
Dany jest czworokat ABCD, w ktérym |BC| = |CD| = |AD| = 13. Przekatna BD tego czworokata ma dtugos¢

10 i jest proporcjonalna do boku AD. Obliczyé pole czworokata ABCD.

A 13 D

B

Pole |P| czworokata ABCD jest réwne sumie pél tréjkata prostokatnego ADB (o przyprostokatnych AD i DB
majacych dtugosci odpowiednio 13 i 10) i tréjkata réwnoramiennego BDC (o podstawie BD i ramionach DC
i BC majacych dtugosci odpowiednio 10, 13 i 13). Obliczajac dtugos¢ h wysokosci tréjkata réwnoramiennego,
a mianowicie

102
h2+(7) =132 = h? +25=169 < h* =144 & h=12 (h>0)

otrzymujemy ostatecznie
1 1
|P| = 5-10-13+§-10-12:65+60=125.



10. Geometria

Zadanie 10.7.
Na przeciwprostokatnej AB tréjkata prostokatnego ABC zbudowano kwadrat ABCDE. Stosunek pola tréjkata
do pola kwadratu jest réwny k. Wykaza¢, ze suma tangenséw katéw ostrych tego trojkata jest réwna 5.

C,

E D

Niech |Pagc| i |Paspe| o0znaczaja odpowiednio pole tréjkata ABC i pole kwadratu ABDE. Wéwczas

te (LCAB) + tg (ABC) — |CBI | ICAl _ |CBP +|CAP _ [AB[?
|CAl  |CB| |CA| - |CB| 2-1.|CA-[cB|
|PaBpe| _ 1 1

- 2“PABC| _2,m _ﬂ'
|PagDE|



10. Geometria

Zadanie 10.8.
Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o promieniu R = 5v/2. Przekatna BD tego czworokata ma dtugos¢ 10.

Katy wewnetrzne BAD i ADC czworokata ABCD s3 ostre, a iloczyn sinuséw wszystkich jego katéw
wewnetrznych jest réwny % Obliczy¢ miary katéw wewnetrznych tego czworokata.

Trgdjkat ABD jest wpisany w okrag. Wobec tego

|BD| 10 , 10
-  _ =2R& —————— =2.5V/2 & sin({BAD) = ——
sin(£BAD) sin(<BAD) V2 & sin ) 10v2

1 V2
in({BAD) = — & sin({BAD) = ~—~
< sin( ) 7 < sin( ) 5

czyli |{BAD| = 45° (kat BAD jest ostry).



10. Geometria
Zadanie 10.8.
Korzystajac z tego, ze czworokat ABCD jest wpisany w okrag otrzymujemy
|[£BAD| + |£BCD| = |£ADC| + |£ABC| = 180°,

a zatem |£BCD| = 180° — |{BAD| = 180° — 45° = 135°. Wykorzystujac iloczyn sinuséw wszystkich jego
katéw wewnetrznych otrzymujemy

sin(£BAD) - sin(LABC) - sin(£BCD) - sin({ADC) = g,

sin({BAD) - sin(180° — £ BAD) - sin(180° — LADC) - sin({ADC) = %,
sin(4BAD) - sin({ BAD) - sin({ADC) - sin({ADC) = g,
(sin(£BAD))? - (sin(LADC))? = g,

2
<\f> - (sin(<ADC))? = 2,

% - (sin(LADC))? = g



10. Geometria

Zadanie 10.8.

% - (sin(£ADC))? = g,

(sin(£ADC))? = g,
sin({ADC) = \/g (kat ADC jest ostry),
|£ADC| = 60°.

Wobec tego |LABC| = 180° — |{ADC| = 180° — 60° = 120°. Miary katéw wewnetrznych BAD, ABC, BCD
i ADC czworokata s3 odpowiednio réwne 45°, 120°, 135° i 60°.



10. Geometria

Zadanie 10.9.
Obliczy¢ objetos¢ szescianu, ktérego przekatna ma dtugosé 5v/3.

Niech a, di i d oznaczja odpowiednio dtugosci: krawedzi, przekatnej Sciany i przekatnej szescianu. Wéwczas
a? + a% = d?
oraz
a? +d? = d?,
czyli
a% + a4 a% = d?,



10. Geometria

Zadanie 10.9.

a zatem
322 =(5v3)2 322 =25-32a°=25=a=5 (a>0).

Wobec tego objetos¢ |V/| szescianu jest réwna

|V| =53 =125.



10. Geometria

Zadanie 10.10.

Ostrostupy prawidtowe tréjkatne O1 i O> maja takie same wysokosci. Dtugosé krawedzi podstawy

ostrostupa Oj jest trzy razy dtuzsza od krawedzi podstawy ostrostupa O». Wyznaczy¢ stosunek objetosci
ostrostupa O; do objetosci ostrostupa O,.

Niech |Vo, |, |Vo,|, a i h oznaczja odpowiednio objetos¢ ostrostupa O1, objetos¢ ostrostupa O», dtugosé boku
tréjkata réwnobocznego bedacego podstawa ostrostupa Op i wysokos$¢ ostrostupéw Op i Oz. Wéwcezas

[Vo,| %‘PPz'h Pp, %%g%T\@h %‘g %

Wobec tego stosunek objetosci ostrostupa O do objetosci ostrostupa O jest réwny 9 : 1.



10. Geometria

Zadanie 10.11.

Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny ABCDEF. Krawedz podstawy tego graniastostupa ma dtugosc¢ 4,
a wysoko$¢ graniastostupa jest réwna 6. Obliczy¢ sinus kata AFB.

A B

Korzystajac z tego, ze graniastostup jest prawidtowy oraz z twierdzen Pitagorasa i cosinuséw otrzymujemy

|AF| = /|AC|2 + |BF|2 = /42 + 62 = V/52 = V4 - 13 = 2/13,

|BF| = |AF| = 2V/13,
|AB|? = |AF|? + |BF|?> — 2 - |AF| - |BF| - cos(£AFB),
czyli

4?2 = (2v/13)2 + (2V13)? — 2. 2v/13 - 2V/13 - cos(LAFB),



10. Geometria

Zadanie 10.11.

a zatem
16 = 52 + 52 — 104 - cos(£LAFB).

Wobec tego
52+52—-16 88 11

cos(£LAFB) = 104 RETTIRET)

Kat AFB jest ostry, czyli

i 112 112 132 — 112
sin({AFB) = /1 — (cos(£AFB))2 = \/1 — (13) = \/1 EErTi \/132

_ (13+11)(13—11)7\/24.27 42.3 43
- 132 Vo132 T\ 132 7 13
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